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(Durée de l’épreuve : 4 heures)

Le sujet est constitué d’un problème d’analyse et d’un problème d’algèbre linéaire indépendants.
Tout résultat donné dans l’énoncé pourra être admis dans les questions suivantes. Le plus grand
soin sera apporté à la rédaction et à la présentation des résultats.

1 Problème d’analyse

Notations : on note N l’ensemble des entiers naturels, R le corps des nombres réels et C le corps
des nombres complexes. Etant donné un nombre réel positif r, on note D(r) = {z ∈ C, |z| < r} et
D̄(r) = {z ∈ C, |z| ≤ r}.

On appelle série entière associée à la suite de nombres complexes (an)n∈N toute série de fonction
de la forme

∑
n∈N

anz
n, où z est une variable complexe. On rappelle le lemme suivant :

Soit
∑

anz
n une série entiere, et z0 ∈ C tel que la suite (anzn0 )n∈N soit bornée, alors

(i) Pour tout nombre complexe z tel que |z| < |z0|, la série
∑

anz
n est absolument convergente.

(ii) Pour tout nombre réel r tel que 0 < r < |z0|, la série de fonctions
∑

anz
n est normalement

convergente dans D̄(r).

Le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n est alors défini par

R = sup{r ≥ 0, la suite (|an|rn) est bornée }.

On appelle alors disque de convergence le disque D(R).

Le but du problème est d’étudier sur quelques exemples le comportement d’une série entière au
voisinage du cercle C(R) = {z ∈ C, |z| = R}.

1.1 Préliminaires

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence R ≥ 1 telle que

∑
an converge. On

note f la somme de cette série entière sur le disque D(1). On fixe θ0 ∈ [0,
π

2
[ et on pose

∆ = {z ∈ C, |z| < 1 et ∃ρ > 0, ∃θ ∈ [−θ0, θ0], z = 1− ρeiθ}.

On note de plus S =
+∞∑
n=0

an et pour tout n ∈ N, Rn =
+∞∑

k=n+1

ak.
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1. En remarquant que an = Rn−1 −Rn, montrer que pour tout z ∈ D(1),

f(z)− S = (z − 1)
+∞∑
n=0

Rnz
n.

On a

f(x)− S =
+∞∑
n=0

an(zn − 1) =
+∞∑
n=0

(Rn−1 −Rn)(zn − 1)

=
+∞∑
n=0

Rn−1(zn − 1)−
+∞∑
n=0

Rn(zn − 1)

=
+∞∑
n=0

Rn(zn+1 − 1)−
+∞∑
n=0

Rn(zn − 1)

=
+∞∑
n=0

Rn(zn+1 − zn) = (z − 1)
+∞∑
n=0

Rnz
n.

2. Soit z ∈ ∆. On note z = 1− ρeiϕ. Montrer que

|z − 1|
1− |z|

≤ 2
2 cos(ϕ)− ρ

.

On a
|z − 1|
1− |z|

=
|z − 1|
1− |z|2

(1 + |z|) =
ρ

2ρ cosϕ− ρ2
(1 + |z|) ≤ 2

2 cos(ϕ)− ρ
.

3. Etant donné un réel ε > 0 fixé, montrer qu’il existe un entier N ∈ N tel que pour tout
z ∈ D(1)

|f(z)− S| ≤ |z − 1|

(
N∑
n=0

|Rn|

)
+ ε
|z − 1|
1− |z|

.

Comme la série est convergente, il existe N ∈ N tel que pour n ≥ N , |Rn| ≤ ε. D’après la
première question, pour |z| < 1 :

|f(z)− S| ≤ |z − 1|

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

zn

∣∣∣∣∣+ ε|z − 1|

(
+∞∑

n=N+1

|z|n
)

4. Déduire des questions précédentes que

lim
z→1,z∈∆

f(z) = S.

Il existe α > 0 tel que pour |z − 1| < α, |z − 1|

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

zn

∣∣∣∣∣ < ε, et pour ρ ≤ cos(θ0) ,
|z − 1|
1− |z|

≤

2
cos θ0

. Ainsi, pour z ∈ ∆ et |z − 1| ≤ inf{α, cos θ0}, |f(z)− S| ≤ ε(1 + 2/ cos θ0).
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5. Application : Montrer que
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln(2).

ln(2) = lim
z→1,z∈∆

ln(1 + z) = lim
z→1,z∈∆

+∞∑
n=1

(−1)n−1zn

n
=

+∞∑
n=0

an =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
.

1.2 Un théorème Taubérien

Le but des questions suivantes est d’établir une réciproque partielle du résultat précédent.

Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence 1 telle que an = o

(
1
n

)
. On note

Sn =
n∑
k=0

ak. Pour x ∈]− 1, 1[, on note f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n, et on suppose qu’il existe S ∈ C tel que

lim
x→1,x<1

f(x) = S.

6. Vérifier que pour tout x ∈]0, 1[, on a : (1− xk) ≤ k(1− x).
Pour tout x ∈]0, 1[

(1− xk) = (1− x)(1 + x+ x · · ·+ xk−1) ≤ k(1− x)

7. Montrer que pour tout n ∈ N, et pour tout x ∈]0, 1[,

|Sn − f(x)| ≤ (1− x)
n∑
k=0

k|ak|+
+∞∑

k=n+1

k|ak|
n

xk.

Pour n ∈ N et x ∈]0; 1[,

Sn − f(x) =
n∑
k=0

ak(1− xk)−
+∞∑

k=n+1

akx
k

d’où

|Sn − f(x)| ≤ (1− x)
n∑
k=0

k|ak|+
+∞∑

k=n+1

k|ak|
n

xk

8. Justifier que le réel M = sup{k|ak| : k ∈ N} est bien défini. En déduire que pour tout
ε ∈ ]0, 1[, il existe N ∈ N tel que

∀n ≥ N,
∣∣∣Sn − f (1− ε

n

)∣∣∣ ≤ (M + 1)ε.
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La suite (k|ak|) tend vers 0, elle est donc majorée, et une partie de R non vide et majorée
admet une borne sup qu’on note M . Pour x = 1− ε

n
,

∣∣∣Sn(x)− f
(

1− ε

n

)∣∣∣ ≤ ε

n
Mn+ (1− x)a0 × 0 +

1
n

(
sup
k>n

k|ak|
)
xn+1

+∞∑
k=0

xk

≤ Mε+
1
n

(
sup
k>n

k|ak|
)

1
1− x

≤ Mε+
1
ε

(
sup
k>n

k|ak|
)

Pour N choisi tel que sup
k>n

k|ak| < ε2, on a le résultat.

9. En déduire que
+∞∑
n=0

an = S.

D’après les hypothèses, f(x) tend vers S en 1−. Il existe N ′ > N tel que pour n ≥ N ′,∣∣∣f (1− ε

n

)
− S

∣∣∣ ≤ ε. Ainsi, pour n ≥ N ′, |Sn − S| ≤ (M + 2)ε.

1.3 Un exemple de comportement sur le cercle C(1)

On considère dans cette partie la série entière

∑
n∈N∗

(−1)b
√
nc

n
zn

où bxc désigne la partie entière du nombre x. Le but est de montrer que cette série est convergente
en tout point du cercle C(1) mais qu’elle n’est nulle part absolument convergente.

10. Dans cette question, on considère (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de nombres complexes.

On pose σ0 = 0 et pour n ≥ 1, σn =
n∑
k=1

ak.

(a) On suppose que la suite (σn) est bornée, que la série
∑
|bn − bn+1| est convergente et

que lim
n→+∞

bn = 0. Justifier que

n∑
k=1

akbk =
n−1∑
k=1

σk(bk − bk+1) + σnbn
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et en déduire que la série
∑

anbn est convergente.

n−1∑
k=1

σk(bk − bk+1) + σnbn =
n−1∑
k=1

k∑
m=1

am(bk − bk+1) +
n∑

m=1

ambn

=
n−1∑
m=1

n−1∑
k=m

am(bk − bk+1) +
n∑

m=1

ambn

=
n−1∑
m=1

am(bm − bn) +
n∑

m=1

ambn =
n−1∑
m=1

ambm + anbn.

Soit M un majorant de |σn|. La série
∑

σn(bn − bn+1) converge donc absolument puisque
|σn(bn − bn+1)| ≤M |bn − bn+1|. De plus, σnbn tend vers 0, d’où le résultat.

(b) On suppose que la suite
(
σn√
n

)
n∈N

est bornée, que la série
∑
|bn− bn+1|

√
n est conver-

gente et que lim
n→+∞

√
nbn = 0. Montrer que la série

∑
anbn est convergente.

Soit M un majorant de |σn/
√
n|. La série

∑
σn(bn − bn+1) converge donc absolument

puisque |σn(bn − bn+1)| ≤ M
√
n|bn − bn+1|. De plus, |σnbn| ≤ M

√
n|bn| tend vers 0, d’où

le résultat.
11. (a) Etablir que pour tout entier naturel impair p, on a

(p+2)2−1∑
n=p2

(−1)b
√
nc = 2.

On a

(p+2)2−1∑
n=p2

(−1)b
√
nc =

(p+1)2−1∑
n=p2

(−1)b
√
nc+

(p+2)2−1∑
n=(p+1)2

(−1)b
√
nc = (−1)p(2p+1)+(−1)p+1(2p+3) = 2.

(b) Soit N ∈ N∗ un entier naturel fixé et N0 le plus grand entier tel que (2N0 + 1)2 ≤ N .
Montrer que

(2N0+1)2−1∑
n=1

(−1)b
√
nc = 2N0.

D’après ce qui précède

(2N0+1)2−1∑
n=1

(−1)b
√
nc =

N0−1∑
k=0

(2k+3)2−1∑
n=(2k+1)2

(−1)b
√
nc = 2N0.

(c) Etablir : ∣∣∣∣∣∣
N∑

n=(2N0+1)2

(−1)b
√
nc

∣∣∣∣∣∣ ≤ 8(N0 + 1).
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Comme (2N0 + 1)2 ≤ N < (2N0 + 3)2,∣∣∣∣∣∣
N∑

n=(2N0+1)2

(−1)b
√
nc

∣∣∣∣∣∣ ≤ N + 1− (2N0 + 1)2 ≤ (2N0 + 3)2 − (2N0 + 1)2 ≤ 8(N0 + 1).

(d) En déduire que
∑
n∈N∗

(−1)b
√
nc

n
est une série convergente.

On applique le résultat de la question 10(b) en remarquant que les sommes partielles de∑
(−1)b

√
nc sont majorées en valeur absolue par 10(N0 + 1) et N0 + 1 ≤

√
N .

12. Dans cette question, θ est un nombre réel de l’intervalle ]0, 2π[.

(a) Montrer que la suite (sn)n∈N définie par sn =
n∑
k=1

eikθ pour n ∈ N∗ est bornée.

|sn| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

eikθ

∣∣∣∣∣ ≤ 2
|1− eiθ|

.

(b) Montrer que la série
∑
|cn − cn+1| avec cn =

(−1)b
√
nc

n
pour n ∈ N∗ est convergente.

Si n+ 1 = p2 pour un entier naturel p, alors |cn− cn+1| =
1
n

+
1

n+ 1
=

1
p2 − 1

+
1
p2

. Sinon,

p2 ≤ n < n + 1 < (p + 1)2, alors |cn − cn+1| =
1
n
− 1
n+ 1

. Et les séries de terme général
1
n
− 1
n+ 1

,
1
p2

et
1

p2 − 1
sont convergentes.

(c) En déduire que la série
∑
n∈N∗

(−1)b
√
nc

n
einθ est convergente.

On conclut avec la question 10(a) avec bn = cn et an = einθ.
13. Conclure.

On a montré que la série est convergente sur tout le cercle. Et elle n’y est évidemment pas
absolument convergente.

2 Problème d’algèbre

Dans ce problème, on cherche à étudier des suites réelles (un)n∈N définies par une formule de
récurrence linéaire afin de trouver une formule simple donnant un en fonction de n.

Dans tout le problème, N désigne l’ensemble des entiers naturels, R le corps des réels et C le
corps des complexes. Si K = R ou C, on noteMn(K) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille
n × n à coefficients dans K. Si µ est une valeur propre d’une matrice M de taille n × n, on note
Eµ le sous-espace propre de Rn associé à la valeur propre µ, c’est-à-dire le noyau de l’application
linéaire M − µIn où In est la matrice identité de taille n× n. Ainsi

Eµ = {x ∈ Rn : Mx = µx} = Ker(M − µIn).
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2.1 Suite récurrente d’ordre 2

On considère la suite réelle récurrente d’ordre 2 (un)n∈N définie pour tout n ∈ N par :
u0 = 0,
u1 = 1,

un+2 = un+1 + un.
(?)

1. Calculer les termes u2, u3 et u4.
u2 = 1, u3 = 2 et u4 = 3.

2. Pour tout n ∈ N, on note Un le vecteur colonne de R2 tel que

Un =
(

un
un+1

)
.

Montrer qu’on peut écrire la relation (?) sous la forme

U0 =
(
u0

u1

)
et Un+1 = M Un,

où M est l’élément de M2(R) défini par

M =
(

0 1
1 1

)
.

On dira que M est la matrice de récurrence de la suite (un)n∈N.

Un+1 =
(
un+1

un+2

)
=
(

un+1

un+1 + un

)
= M

(
un
un+1

)
= M Un.

3. Calculer les valeurs propres de la matrice M .

Ce sont les racines de −X(1−X)− 1 = X2 −X − 1. Avec ∆ = 5, on trouve x± =
1±
√

5
2

.

4. En déduire une base de R2 formée de vecteurs propres de la matrice M .
On résoud les systèmes

Mu = x+u⇔ u2 = x+u1 et Mv = x−v ⇔ v2 = x−v1.

d’où les vecteurs propres u = (1, x+) et v = (1, x−).
5. Identifier une matrice inversible P ∈M2(R) et une matrice diagonale D ∈M2(R) telles que

D = P−1MP. (1)

On a

P =
(

1 1
x+ x−

)
et D =

(
x+ 0
0 x−

)
.
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6. En déduire que, pour tout n ∈ N, on peut écrire

MnP =
(

an bn

an+1 bn+1

)
où a et b sont des réels à déterminer.
En élevant la relation précédente à la puissance n, les matrices de passage se simplifient. D’où

MnP = PDn =
(

1 1
x+ x−

)(
xn+ 0
0 xn−

)
=
(

xn+ xn−
xn+1

+ xn+1
−

)
.

7. En déduire que pour tout n ∈ N, on a la formule suivante :

un =
(1 +

√
5)n − (1−

√
5)n√

5 2n
.

On calcule l’inverse de la matrice P

P−1 =
−1√

5

(
x− −1
−x+ 1

)
.

D’où

Un =
(

un
un+1

)
= Mn

(
u0

u1

)
=
(

xn+ xn−
xn+1

+ xn+1
−

)
P−1

(
u0

u1

)
.

Et puisque u0 = 0 et u1 = 1, on a

un = xn+ ×
1√
5

+ xn− ×
−1√

5
.

8. En déduire un équivalent simple de la suite (un)n∈N lorsque n→ +∞.

Puisque |x+| > |x−|, on a un ∼
n→+∞

(1 +
√

5)n√
5 2n

.

2.2 Suite récurrente d’ordre p

Dans cette partie, on considère une suite (vn)n∈N définie par une récurrence d’ordre p de la
forme :

vn+p = µ0vn + µ1vn+1 + · · ·+ µp−1vn+p−1, pour tout n ∈ N, (2)

où (µi)i=1...p−1 est une famille de réels fixée avec µ0 6= 0. De plus, on se donne une condition initiale
pour les p premiers éléments de la suite (vn)n∈N sous la forme

v0 = v0, v1 = v1, . . . , vp = vp, (3)

où (v0, . . . , vp) est une autre famille de réels fixée.
Une telle suite possède également une matrice de récurrence M ∈Mp(R) telle que pour tout n ∈ N

Vn+1 = M Vn,

avec Vn = (vn, vn+1, . . . , vn+p−1)t un vecteur colonne de Rp.
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9. Montrer que la matrice M est de la forme

M =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 0 1 0
0 · · · 0 0 0 1
µ0 µ1 · · · · · · µp−2 µp−1


.

Tout comme dans la première partie, on trouve la forme attendue pour la matrice M .
10. Déterminer le polynôme caractéristique (noté χM ) de la matrice M .

La matrice M est la matrice compagnon d’un polynôme. On le trouve en développant par
rapport à la première colonne.

χM (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X 1 0 0 · · · 0
0 −X 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 −X 1 0
0 · · · 0 0 −X 1
µ0 µ1 · · · · · · µp−2 µp−1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X 1 0 0 · · · 0
0 −X 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 −X 1 0
0 · · · 0 0 −X 1
µ1 µ2 · · · · · · µp−2 µp−1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)pµ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0
−X 1 0 · · · 0

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · −X 1 0
0 · · · 0 −X 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)pµ0 −X × χM ′(X)

où M ′ est une autre matrice de la même forme que M . Par récurrence, on trouve χM (X) =
(−1)p(µ0 + µ1X + · · ·+ µp−1X

p−1 −Xp).
11. Montrer qu’il existe une matrice inversible P ∈Mp(C) et une matrice triangulaire supérieure
T ∈Mp(C)

T =


t1,1 t1,2 t1,3 · · · t1,p
0 t2,2 t2,3 · · · t2,p
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 tp−1,p−1 tp−1,p

0 · · · 0 0 tp,p

 ,

où les ti,j sont des éléments de C, telles que

T = P−1MP. (4)

Une matrice de Mp(R) peut se voir comme une matrice de Mp(C). C étant un corps
algébriquement clos, toute matrice est trigonalisable d’où l’existence des matrices T et P .
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12. En déduire que, pour tout n ∈ N, on peut écrire

Vn = PTnP−1V0.

En élevant T à la puissance n, les matrices de passage se simplifient, et on a la relation voulue.

2.3 Diagonalisation

On note {λ1, . . . , λp} l’ensemble des valeurs propres de la matrice M définie par

M =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 0 1 0
0 · · · 0 0 0 1
µ0 µ1 · · · · · · µp−2 µp−1


.

où on rappelle que (µi)i=1...p−1 est une famille de réels fixée avec µ0 6= 0.

13. Montrer qu’il existe un vecteur propre associé à la valeur propre λ1 qui soit colinéaire à un
vecteur de la forme

(1, λ1, λ
2
1, . . . , λ

p−1
1 ).

On note v le vecteur précédent. Il suffit de calculer le produit matrice-vecteur Mv

0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 0 1 0
0 · · · 0 0 0 1
µ0 µ1 · · · · · · µp−2 µp−1




1
µ1

µ2
1
...

µp−1
1

 =


µ1

µ2
1
...

µp−1
1

µ0 + µ1µ1 + · · ·µp−1µ
p−1
1

 .

Et puisque µ1 est racine de χM alors la dernière ligne vaut µp1. Donc Mv = µ1v. Ainsi v est
un vecteur propre donc il existe bien un vecteur propre qui lui soit colinéaire...

14. Montrer que la matrice de Mp(C) suivante

−λ1 1 0 0 · · · 0
0 −λ1 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 · · · 0 −λ1 1 0
0 · · · 0 0 −λ1 1
µ0 µ1 · · · · · · µp−2 µp−1 − λ1


.

est de rang supérieur ou égal à p− 1.
Puisque la matrice est en forme d’escalier, on peut simplifier les lignes une à une. Le rang de
la matrice est alors au moins égal à p− 1.
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15. En déduire que les sous-espaces propres de la matrice M sont tous de dimension 1, c’est-à-
dire

Pour tout i ∈ {1, . . . , p}, dim(Eλi
) = 1.

Par le théorème du rang et la question précédente, la dimension du noyau Eλ1 est inférieure à
1. Elle est évidemment supérieure à 1 puisque λ1 est une valeur propre. Donc dim(Eλ1) = 1.
Et idem pour toutes les autres valeurs propres.

Dans la suite de cette partie, on suppose que toutes les valeurs propres sont distinctes. Et on
note D la matrice diagonale de la forme

D =


λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 λp−1 0
0 · · · 0 0 λp

 .

16. Montrer qu’il existe une matrice de passage P de la forme

P =


1 1 · · · 1
ν1 ν2 · · · νp
ν2

1 ν2
2 · · · ν2

p
...

... · · ·
...

νp−1
1 νp−1

2 · · · νp−1
p


avec (ν1, ν2, . . . , νp) une famille de réels à déterminer telle que D = P−1MP .
Puisque toutes les valeurs propres sont distinctes, alors on a bien égalité entre la multiplicité
d’une valeur propre (= 1) et la dimension du sous-espace propre associé (= 1). La matrice
est donc diagonalisable. Il suffit d’écrire la matrice de passage P dans le bon ordre pour
obtenir la forme de la matrice diagonale désirée. D’après les questions précédentes, et puisque
les espaces propres sont de dimension 1, les vecteurs propres ont tous la forme donnée à la
question 13. Donc la matrice de passage P s’écrit

P =


1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λp
λ2

1 λ2
2 · · · λ2

p
...

... · · ·
...

λp−1
1 λp−1

2 · · · λp−1
p


Et la famille (νi)i=1,...,p est en fait la famille (λi)i=1,...,p.

17. Application : Montrer que les suites (an)n∈N et (bn)n∈N définies par
a0 = 0,
a1 = 1,
a2 = 0,

an+3 = an+2 − an+1 + an

et


b0 = 0,
b1 = 0,
b2 = 1,

bn+3 = bn+2 − bn+1 + bn

(5)

11



vérifient an =
in − (−i)n

2i
et bn =

1− (−1)bn/2c

2
où bn/2c désigne la partie entière du nombre n/2.

Les deux suites ont la même matrice de récurrence

M =

 0 1 0
0 0 1
1 −1 1

 .

Son polynôme caractéristique est donc 1 − X + X2 − X3. Une racine évidente est λ3 = 1. Puis
1−X +X2 −X3 = (1−X)(1 +X2). Donc λ1 = i et λ2 = −i. Les racines sont toutes différentes
donc la matrice est diagonalisable. La matrice de passage est

P =

 1 1 1
i −i 1
−1 −1 1


Son déterminant est −4i et son inverse est

P−1 =
1
−4i

 −i+ 1 −(i+ 1) −2i
−2 2 0

1 + i −(1− i) −2i

t

=
i

4

 −i+ 1 −2 1 + i
−(i+ 1) 2 −(1− i)
−2i 0 −2i

 =
1
4

 1 + i −2i −1 + i
1− i 2i −1− i

2 0 2

 .

Donc an
an+1

an+2

 =

 1 1 1
i −i 1
−1 −1 1

 in 0 0
0 (−i)n 0
0 0 1

 1
4

 1 + i −2i −1 + i
1− i 2i −1− i

2 0 2

 0
1
0


=

1
4

 1 1 1
i −i 1
−1 −1 1

 in 0 0
0 (−i)n 0
0 0 1

 −2i
2i
0


=

1
4

 1 1 1
i −i 1
−1 −1 1

 −2in+1

−2(−i)n+1

0


=

1
4

 −2in+1 − 2(−i)n+1

2in + 2(−i)n
2in+1 + 2(−i)n+1

 .

12



Donc an =
−2in+1 − 2(−i)n+1

4
=
−2i(in − (−i)n)

4
=
in − (−i)n

2i bn
bn+1

bn+2

 =

 1 1 1
i −i 1
−1 −1 1

 in 0 0
0 (−i)n 0
0 0 1

 1
4

 1 + i −2i −1 + i
1− i 2i −1− i

2 0 2

 0
0
1


=

1
4

 1 1 1
i −i 1
−1 −1 1

 in 0 0
0 (−i)n 0
0 0 1

 −1 + i
−1− i

2


=

1
4

 1 1 1
i −i 1
−1 −1 1

 −in + in+1

−(−i)n + (−i)n+1

2


=

1
4

 −in + in+1 − (−i)n + (−i)n+1 + 2
−in+1 + in+2 − (−i)n+1 + (−i)n+2 + 2

in − in+1 + (−i)n − (−i)n+1 + 2


Donc bn =

−in + in+1 − (−i)n + (−i)n+1 + 2
4

.
En particulier si n = 2p,

bn =
1
4
(
(−1)p+1 + i(−1)p + (−1)p+1 − i(−1)p + 2

)
=

1− (−1)p

2
=

1− (−1)bn/2c

2
.

Et si n = 2p+ 1,

bn =
1
4
(
i(−1)p+1 + (−1)p+1 − i(−1)p+1 + (−1)p+1 + 2

)
=

1− (−1)p

2
=

1− (−1)bn/2c

2
.

13
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CORRIGÉ DE LA 2ème COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

Exercice n° 1 

1. Soit )( nu une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que la série de 

terme général nu  converge. Déterminer n
n

unLim


 

Posons   



n

k
kn uS

0

 

On a : 



n

nk
nnknnn SSuuuun

2

1
2222 )(22)...(2)2(0 , car la suite est décroissante. 

Puisque la série de terme général nu converge, 0)(2 2 
 nn

n
SSLim et donc 0)2( 2 

 n
n

unLim  

De même, 0)2()12()12(0 22212   nnnn uununun . Donc les suites de rangs pairs 

et impairs extraites de la suite )( nnu convergent et ont la même limite 0. On en déduit que 

0
 n

n
unLim  

2. Donner un exemple de suite )( nu  de réels strictement positifs telle que la série de terme 

général nu  converge, mais telle que la suite de terme général nun  ne tende pas vers zéro. 

Il faut choisir une suite non monotone. Par exemple, la suite définie par : 

n
uu n

1
,00   si n est un carré parfait non nul et 0 ailleurs. La suite est positive, on a : 

 






 1
2

0

1

pk
k p

u et pourtant 112
2 

p
up . La suite )( nnu admet une suite extraite qui 

converge vers 1, donc on ne peut avoir 0
 n

n
unLim  

3. Soit   une application injective de *N  (ensemble des entiers naturels non nuls) dans lui- 

même. Etudier la convergence de la série de terme général
2

)(

n

n
. 

Montrons que la suite 



n

k
n k

k
S

1
2

)(
ne vérifie pas le critère de Cauchy. 

8

1

88

)1(
)...21(

4

1
)(

)2(

1)(
2

2

22

2

1
2

2

1
22 


 

 n

n

n

nn
n

n
k

nk

k
SS

n

nk

n

nk
nn 

 

Si la suite )( nS  était convergente, on devrait avoir 0)( 2 
 nn

n
SSLim ce qui contredit 

l’inégalité précédente. La série considérée est donc divergente.



 

Exercice n° 2 

1. Montrer que pour tout x nombre réel, on a : xex 1  
On applique la formule de Taylor à l’exponentielle, à l’ordre deux, entre 0 et x, pour obtenir : 

xx e
x

xe 

2
1

2

 , d’où 0
2

)1(
2

 xx e
x

xe   

2. Etudier la convergence de la suite de terme général : 

)1(...)1)(1( 2 n
n kkku  , pour *Nn et pour 10  k  

On applique le résultat précédent avec pkx  , il vient : )(11
pkp ek   

Et par récurrence : )...( 2

)1)....(1(1
nkkkn

n ekku   

Or 
k

k

k

k
kkkk

n
n








11

1
...2 , car k est compris entre 0 et 1. Comme la fonction 

exponentielle est croissante, )1/()...( 2 kkkkk ee
n    et on obtient : )1/(1 kk

n eu  . 

Par ailleurs la suite est croissante, en effet 11 11   n

n

n k
u

u
. 

En conclusion la suite est convergente car elle est majorée et croissante. 

3. Déterminer 


n

k
n kLnk
Lim

2 )(

1
 (cette question est indépendante des deux précédentes) 

On considère la fonction xLnLn qui est dérivable sur  1* R et on applique le théorème 

des accroissements finis : 

 
)()(

1
)())1((,1,0,2







pLnp
pLnLnpLnLnp  

La croissance de la fonction logarithmique implique : 
)(

1
)())1((

ppLn
pLnLnpLnLn   

En additionnant membre à membre les inégalités de 2 à n, on obtient : 

nLnnLn
LnLnnLnLn

1
....

22

1
)2())1((   

Comme 


))1(( nLnLnLim
n

, 


n

k
n kLnk
Lim

2 )(

1
 



 

Exercice n° 3 

1. Soient 110 ...,,, naaa  n nombres réels et 

























1

1

0

10...0

.0.....

....0

...1

0......0

na

a

a

A  la matrice carrée 

d’ordre 

n  (elle présente des 1 sur la sous diagonale, les ia  sur la dernière colonne et partout ailleurs 

des zéros). Calculer le polynôme caractéristique de A. 

En développant par rapport à la dernière colonne, on obtient 

)()1()()()(
2

0

1
1

1
k

n

k
k

kn
n

n ADetaaIADet 







   , où kA est une matrice par blocs 

définie par : 









D

CB
Ak 0

avec 






























...

0...

...

0...0

B , 

























......

....

....

......

C  et 





















10...0

...

...0

...1





D  . On obtient k
kADet )()(   et 












 
n

k

k
k

nnk
n

k
k

kn
n

n aaaIADet
0

11
2

0

1
1

1 )()1()()1()()()(   

2. Trouver une matrice carrée A d’ordre 4 qui vérifie l’équation : 03 4
234  IAAA  

D’après la relation précédente : 
3,1,0,10 3210

3
3

2
210

4  aaaaaaaa   






















3100

1010

0001

1000

A

 



 

Exercice n° 4 

On rappelle qu’étant donné deux vecteurs 21 et xx  de l’espace vectoriel euclidien orienté 3R , 

il existe un unique vecteur y de 3R  qui vérifie : 

3
21 ,.),,( RzzyzxxDet   

Où y.z désigne le produit scalaire euclidien de ces deux vecteurs et Det le déterminant. Le 
vecteur y s’appelle le produit vectoriel de 21 et xx  et on note 21 xxy  . 

1. Calculer dans une base orthonormée de 3R , les composantes de y en fonction de celles 
de 21 et xx . 

Soient ),,(et),,(),,( 32123222121312111 yyyyxxxxxxxx   

Pour )0,0,1(z on obtient  132223121 xxxxy   

Pour )0,1,0(z on obtient  112321132 xxxxy   

Pour )1,0,0(z on obtient  211222113 xxxxy   

2. On considère un vecteur unitaire w  et l’endomorphisme u de 3R  défini par : wxxu )(  

- Vérifier que xwxwwwx  ).()(  

On vérifie que les composantes des deux vecteurs de l’égalité du double produit vectoriel sont 
identiques. Si ),,(et),,( 321321 wwwwxxxx  , la première composante est 

)1( 2
11213212  wxwwxwwx sachant que le vecteur w est unitaire. Il en est de même des 

deux autres composantes. 

- Montrer qu’il existe un réel k tel que : kuu 3
 

- En déduire les valeurs propres réelles de u et les sous espaces propres associés. 

On a : 0car)()(et).()()( 32  wwxuxuxwxwwwxxu  

Si x est un vecteur propre, associé à la valeur propre   
0et0et)( 333   xxxu  

Le sous espace propre associé est défini par 0wx , soit la droite vectorielle engendrée 
par w. 



 

3. Pour tout réel  , on note   l’application définie sur 3R  par : )()( wxxx    

- Montrer que   est une bijection de 3R  

On a : uid    

Si cette application n’était pas inversible, il existerait un alpha non nul tel que : 

)
1

(0)( 2 iduDetuidDet


  et donc /1 serait un vecteur propre de u. 

Contradiction avec le résultat précédent. 

- Montrer qu’il existe un polynôme P de degré 3 tel que 0)( P  

Dans 03  uu , on remplace u  par )(
1

Id
 

Si alpha est non nul, on trouve : 0)1()3(3 2223  id  + 

On peut choisir : )1()3(3)( 2223   xxxxP  

- En déduire l’expression de l’application réciproque de   en fonction de   et u. 

On a : idido )1()3(3( 222     

D’où, 2
2

2

2
22

2
1

11
))3(3(

1

1
uuidid








  







  

Exercice n° 5 

Les deux questions sont indépendantes. *
R  désigne l’ensemble des nombres réels strictement 

positifs et kC  les fonctions k fois continûment dérivables. 

1. Soit ),( *2 RRCf   telle qu’il existe )(
0

xfLiml
x

  et que dans un voisinage de zéro, 

2
'' )(

x

p
xf  , où p est une constante positive. Déterminer )('

0
xfxLim

x
 

On va montrer que : 0)('
0




xfxLim
x

 

Par hypothèse,   pxfxx  )(,,0,0 ''2  

Pour 

  xet1  

)(
2

)1(
)()1()()( ''2

2
'  fxxfxxfxf


  



 

Et on en déduit, )(
2

)1(

1

)()(
)( ''2' 




fx
xfxf

xfx






 , mais : 

p
x

pfx
x

pf
x

fx
2

1

2

1
)(

2

)1(
donc)()(

2

2
''2

2

2
2''2

2

2
''2 

















  

Soit 0 , on peut choisir 1  tel que   p)1( , ainsi 

21

)()(
0,donc,0

1

)()(
11

0



















xfxf
x

xfxf
Lim
x

 

Et par suite,   )(0 '
1 xfxx  

Fixons, ,10   on a de même )(
2

1

1

)()(
)( ''2' 




fx
xfxf

xfx






  avec : 

p
x

pfx
22

2
""2

2

1

2

1
)(

2

1





 







 

On peut choisir   tel que 






p
2

1
, comme ci-dessus on obtient  2 tel que 

  )(0 '
2 xfxx  

On a donc     )(,),(,0 '
21 xfxInfx et 0)('

0



xfxLim

x
 

2. Soit ),(5 RRCf   une fonction impaire qui vérifie : 

(1) 0)0( f  

(2) MxfRxM  )(,,0 )5(  

Montrer que pour tout réel x, on a : xMxf
x

xf  )(
3

)( ' .  

Déterminer la meilleure constante possible  . 

Soit 0)0(et)(
3

)()( '   xf
x

xfx  Par dérivation, on obtient : 

0)0(et)(
3

)(
3

2
)( '''''   xf

x
xfx  

0)0(et)(
3

)(
3

1
)( '''''''''   xf

x
xfx  

0)0(et)(
3

)( )3()4()3(   xf
x

x  



 

D’après le théorème des accroissements finis : xMfxfMxf  )0()()( )4()4()5( , 

d’où 
3

)(,
3

'' x
MxRx    

Par application successive des accroissements finis,  

180
)(et

36
)()0()(,

9
)()0()(

54
'''

3

'''''' x
Mx

x
Mxx

x
Mxx    

On applique à 
120

)(
5x

Mxf  et Mxf )()5( . 

On obtient : M
x

M
xx

Mx
18072120

)(
555

  

La meilleure constante possible est 180/1 . 

Exercice n° 6 

Soient )...,,( 1 nXXX  et )...,,( 1 nYYY  deux suites indépendantes de variables de Bernoulli 

de même paramètre  , où 2/10   . On a : 

).0(1)0(1)1()1(  iiii YPXPYPXP  

On note nL la longueur de la plus grande suite Z commune à X et Y. 

L’ordre des valeurs dans une suite ne peut pas être changé. Il est possible d’introduire des 
cases vides entre les valeurs d’une suite pour obtenir la plus grande suite commune. 

Par exemple, pour n=9, si X=(0 0 0 1 0 0 1 0 0) et Y= ( 0 0 1 0 0 0 0 1 0), on peut noter : 

X= 0 0 0 1 0 0   1 0 0 
Y= 0 0  1 0 0 0 0 1 0  
Z= 0 0  1 0 0   1 0  

Et 7nL . 

1. Pour n=2, calculer l’espérance de 2L en fonction de  . 

2L  peut prendre 3 valeurs : 0, 1 ou 2 et on a au total 16 cas (2 pour la valeur zéro, 10 pour la 
valeur 1 et 4 pour la valeur 2). 

  2222222222
2 ))1((2))1(()1(211)1(20)(  LE  

44
2 )1(1)(  LE  



 

2. Pour quelle valeur de  , l’espérance de 2L est-elle minimale ? 

Soit 44 )1(1)(  f  

La dérivée s’annule pour 2/1  

Et on a un minimum pour cette valeur. 

3. Quelle est la probabilité que nLn  , sachant que la suite X est fixée avec uniquement trois 

1 et que Y a aussi uniquement trois 1 (n>3)? 

Pour obtenir nLn  il faut que les deux suites soient identiques (elles ont la même longueur). 

3

1
)(obPr

n
n

CcasdetotalNombre

favorablescasdeNombre
nL   
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Exercice I

1. En appliquant la formule de Taylor avec reste Lagrange on trouve

f(x) = 1 +
x

2
− x2

8
+

3

3! · 8
(1 + θx)−5/2x3,

pour un certain θ dans ]0, 1[. Ainsi, P2(x) = 1 + x
2 −

x2

8 et, pour x dans [−1
2 ,

1
2 ], nous avons

|f(x)− P2(x)| ≤ 3|x|3

48(1/2)5/2
=

√
2|x|3

4
≤ |x|

3

2
.

2. Soit Nx = [1/
√
x] appartenant à N. En utilisant un développement de Taylor de f autour de 0,

avec reste Lagrange, on obtient

f(kx) = f ′(0)kx+
1

2
f ′′(θkx)k2x2, pour θ ∈]0, 1[.

En remplaçant dans la somme :

S(x) :=

Nx∑
k=1

f(kx) =

Nx∑
k=1

(f ′(0)kx+
1

2
f ′′(θkx)k2x2)

= f ′(0)x
Nx(Nx + 1)

2
+ η(x),

où η(x) = x2

2

∑Nx
k=1 k

2f ′′(θkx). Puisque f ′′ est bornée dans un voisinage de 0 et comme

Nx∑
k=1

k2 = Nx(Nx + 1)(2Nx + 1)/6,

nous avons η(x)→ 0 quand x décroit vers 0.
Par ailleurs, xNx(Nx + 1) est compris entre 1− x et 1 + x et tend vers 1, quand x décroit vers 0.

Au final,

S(x)→ f ′(0)

2
, quand x→ 0 + .

1



3. En posant y = a/
√
x, nous avons le développement de Taylor de f en 0 : f(y) = 1−y2/2(1+ε(y)),

où ε(y) → 0 quand y → 0. De plus, ln(1 − y2/2(1 + ε(y))) = −y2/2(1 + ε′(y)) avec ε′(y) → 0 quand
y → 0. Nous en déduisons,(

f

(
a√
x

))x
= exp

(
x ln f

(
a√
x

))
= exp

(
x ln(1− 1

2

a2

x
(1 + ε(

a√
x

))

)
= exp(−a

2

2
(1 + ε′(

1√
x

)).

Ceci implique que

lim
x→∞

(
f

(
a√
x

))x
= exp(−a

2

2
).

Exercice II

1. On peut diagonaliser A et on obtient A = P ·D · P−1, où

D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , P =

 3 1 1
−1 0 −1

0 −1 1

 et P−1 =

 1 2 1
−1 −3 −2
−1 −3 −1

 .

2. Soit B dans M3(R) et mettons C = P−1 · B · P . Alors, l’équation de départ B2 = A est
équivalente à C2 = D. De plus, tr(C) = tr(B) = 0. Ces équations donnent

C =

 a b 0
c −a 0
0 0 0


avec a2 + bc = 1. Pour finir, il faut transformer via B = P · C · P−1, ce qui donne

 4a− 3b+ c 9a− 9b+ 2c 5a− 6b+ c
−a+ b −2a+ 3b −a+ 2b
−a− c −3a− 2c −2a− c

 , a, b, c ∈ R3, a2 + bc = 1

 .

Exercice III

1. Si b = c = 0 la matrice est diagonale.
Si b = 0 et c 6= 0, la matrice est triangulaire inférieure, donc elle admet a comme valeur propre de

multiplicité 3. L’espace propre associé à a est {(0, 0, X)>, X ∈ C}.
De manière similaire, si b 6= 0 et c = 0, a est valeur propre de multiplicité 3 et l’espace propre

associé est {(X, 0, 0)>, X ∈ C}.
Si b 6= 0 et c 6= 0, on obtient, soit par calcul de déterminants, soit par les équations de la question

suivante, que les valeurs propres sont λ1 = a et λ2,3 = a ±
√

2bc. Les sous-espaces propres sont de

2



rang 1, associés aux vecteurs propres v1 = (b, 0,−c)>, v2 = (b,
√

2bc, c)> et v3 = (b,−
√

2bc, c)>,
respectivement.

2. Soit X un vecteur de taille n à éléments complexes et λ ∈ C. L’équation AX = λX donne les
équations

aX1 + bX2 = λX1

cX1 + aX2 + bX3 = λX2

. . .

cXn−1 + aXn = λXn

qui peuvent s’écrire aussi sous forme récurrente

bXk+1 + (a− λ)Xk + cXk−1 = 0,

en posant X0 = Xn+1 = 0. Nous allons résoudre l’équation caractéristique br2 + (a − λ)r + c = 0 de
cette suite récurrente. Le déterminant de cette équation est ∆ = (a − λ)2 − 4bc. Si ce déterminant
s’annule l’équation admet une solution double r0 = λ−a

2b qui est différente de 0 (car c 6= 0). Il existe
donc des nombres complexes α et β tels que

Xk = αrk0 + βkrk−10 .

Comme X0 = Xn+1 = 0, on en déduit α = β = 0, donc X = 0. Ceci est exclu, donc le déterminant ∆
ne peut s’annuler.

Nous avons donc ∆ 6= 0 et l’équation admet deux solutions distinctes r1 et r2, ce qui donne
Xk = α1r

k
1 + α2r

k
2 . En tenant compte de X0 = Xn+1 = 0, on trouve rn+1

1 = rn+1
2 . Il existe donc p

entre 1 et n tel que r2 = r1 exp(2ipπn+1 ). Ceci donne, pour p de 1 à n,

r1 =

√
c

b
exp

(
− ipπ

n+ 1

)
, r2 =

√
c

b
exp

(
ipπ

n+ 1

)
et λ = a+

√
2bc cos

(
pπ

n+ 1

)
.

Comme nous avons ici n valeurs propres 2 à 2 distinctes, la matrice est diagonalisable. Le vecteur
propre associé à λ est

v =

(
(
c

b
)1/2 sin

(
pπ

n+ 1

)
, ..., (

c

b
)n/2 sin

(
npπ

n+ 1

))>
.

En effet, les vecteurs trouvés à la première question sont proportionnels à v, pour n = 3.

3



Exercice IV

1. Nous avons

I0 =

∫ 1

0

dx

10 + x
dx = ln

(
11

10

)
.

De plus,

In+1 =

∫ 1

0

x

10 + x
· xn dx =

∫ 1

0
xndx− 10

∫ 1

0

xn

10 + x
dx =

1

n+ 1
− 10 · In.

2. Nous avons εn = 10εn−1. Donc ε10 = ε0 · 1010 = 5 · 105. Par contre, ε10 = ε20 · 10−10. Il est
donc préférable de calculer d’abord une approximation numérique de I20 car l’erreur numérique ne se
propage pas quand n décroit, alors qu’elle augmente de manière exponentielle quand n croit.

3. Nous avons

In − In+1 =

∫ 1

0

xn − xn+1

10 + x
dx,

donc cette quantité est positive et, de plus,

In − In+1 ≤
1

10

(∫ 1

0
xn dx−

∫ 1

0
xn+1 dx

)
=

1

10

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
=

1

10(n+ 1)(n+ 2)
.

En utilisant la relation de récurrence donnée précédemment, nous en déduisons que

In − In+1 =
1

10(n+ 1)
− 1

10
· In+1 − In+1 ≥ 0,

ce qui implique que

In ≥ In+1 ≥
1

11(n+ 1)
.

Par ailleurs,

In ≤ In+1 +
1

10(n+ 1)(n+ 2)
=

1

n+ 1
− 10 · In +

1

10(n+ 1)(n+ 2)
,

ce qui donne l’autre inégalité

In ≤
1

11(n+ 1)
+

1

110(n+ 1)(n+ 2)
.
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